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Vortex dis仕ibutiontechnique(VDT in abbreviation) which is one of白eboun也勾
element method has two main advantages. One is世1at∞mputermemory size needed is 
smaller. The other is白atcomputation time is shorter. But the integral equation as 
foundation includes singularity， and so出atit needs some numerica1 techniques. We 
propose a new ∞mputationa1 technique for numeri伺 1∞mputationof singular integral in 
VDT.τbe advantage of出istechnique is ana1ytica1∞mpu旬tionfor singular integral.ηm 
technique has a generality for vortex functions and boun.也ryshap回.
1 緒言
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境界要素法の一つである渦分布法は，流れの中にある境界上に渦や吹き出しを連続的に分布させ
ることにより，境界に働く圧力分布や流体力を求める方法である。主な特徴は，境界上の積分方程
式が流れ場の基礎式となるため，計算に関する次元は流れ場の次元より一次元低くなり，差分法や
有限要素法に比べて小メモリで高速化が可能なことである。しかし，基礎となる積分方程式は特異
積分を含み，その計算にはコーシー積分等種々の技巧が必要となる。
本大学院システム設計工学専攻，アイシン・エイ・ダプリュ工業
寧牢機械工学科
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本論文では，二次元非圧縮非粘性定常流れ場における渦分布法の特異積分の数値計算に関して，
渦関数と境界形状に普遍性を持つ新しい計算方法を提案する。
最初に，渦の強さの計算方法，離散化の方法，特異積分の計算方法の理論を述べる。次に，流れ
の様子，分割数に対する循環および計算時間の計算結果につい述べる。最後に，この新しい方法の
成果と計算結果を述べ，結果として本方法の有効性を示す。
言己寺ヨト
(渦の強さの計算 2章で使用)
v(ご点ごにおける複素速度(ご =x+yi，i2=-1)
v(と v(ξ)の共役複素速度
V国 :物体まわりの一様読の速度
g(ご渦関数
c 流れと物体の境界の閉曲線
s 境界 Cの弧長パラメータ
ξ :境界 Cの複素座標
ご ξの Sによる微分係数(=dご/ds)
s' sのとによる微分係数(ニds/dと)
γ(と):境界 Cの点とにお付る渦の強さ， γ(と)= v(ご)ご'
(腫散化 3章で使用)
Zj :境界Cの分割点， (1 ~三 j~n+ l)， Zl= Zn+l 
Lj 直線[Zj，ZJ+l] ， (1 ~三 j~ n) 
.6.Zj Zj+l一Zj ，(1歪 j~n)
.6.Sj 二 I.6.ZjI ，(1 ~j~n) 
s =ムSj/ムZj ，(1三 j~ n) 
Zrj =(Zj+l+Zj)/2 ，(1 ~j~n) 
nj =ムZj /( IムZjli) ，(1歪j壬n)
γ』 Zj上の渦の強さ， (1 ~j~ n+l) 
(特異積分の計算:4章で使用)
f(と=(ご -Zrk)g(と-Zrk) 
Zjl =(2zj+zj日 )/3 ，(1;壬j~ n) 
Zj2 =(zj+2zJ+d/3 ，(1 ~j~n) 
aj (z) ニ(S'J!.6.Zj)SLj(ご-zrdg(と一 z)dと， (1;亘 j~n+ l)
b j (Z) = ( S ' j /2 ) S L j g (と-z)d と，(1 ~j~n+ l)
Hj(z) v(z)=v回 +Lt:Hj(z)γJを満たす γjの係数lニ{-adz)+bl(Z)} ，(j=l ) 
={ -adz)+hj(z)}+{aj ー l(z)+bj-dz) }， (2~三 j 壬 n)
={an+dz)+hn+dz)} ，(j=n+l) 
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2 渦の強さの計算
2. 1 溺の強さによる速度の表現
図 1のような境界 C周りの、流れにおいて，共役複素速度v(z)は渦関数g(ご)と一様流速V聞を含む
式(1)で与えられる (1)。
v(z)二九+1cv(のg(zーのdc
-・・・(1)
式(1)を境界上の渦の強さ γ(ξ)で表すと，式(2)となる。
v(z)二九十1cv(のごい)s(のg(zーのdc
=九十1cY(のs(のg(z-のdc 、 ? ? ? ????， ，?? 、• • • • • • 
2. 2 渦関数の条件
渦関数g(ξ)に次の二つの条件を設定する。
(1) g(と)はと =0を 1位の極に持つ。
g(ξ)==α-1ξ-1+φ ， (ξ) 、 ? ，???， ，?、• • • • • • • • • 
(α-1は係数， φは正則関数)
(2) g(ξ)は不定積分G(ξ)を持つ。
G(ξ) = S g(ξ)dξ -・・・・・(4)
V回
レ(z)¥¥合
γ(と)↓↓↓↓?
図 1 掲の強さによる速度の表現
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渦関数g(ξ)の例を示す o
(1)自由渦 (2) 
g(ξ)=1/(2πiご) -・(5)
(2)複素周期Zoをもっ直線翼列渦
g(ξ)二 cot(ご・π/zo)/(2zoi) -・・・・・・・ (6)
図 2と図 3にそれぞれの流線図を示す。
図 2 自由漏におtる流線
図 3 直穏翼列温におげる流線
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2. 3 渦の強さの計算
式 (2)より，流れ場の任意点、の速度は境界C上の渦の強さ γ(ご)により算出される。 しかし，
γ(ξ)の解析解を求めることは一般には不可能であるため Cの離散化による近似解としての渦の
強さを求めることになる。
渦の強さの例を示す。
渦関数(自由渦) 式(5)による
形状 (単位円 C={eiO 0~8<2π} 
渦の強さ(3) γ(8)=ー 2sin(8) -・ (7)
3 離散化
3. 1 漏の強さの条件
渦の強さ γ(ξ)に次の二つの条件を設定する。
(1)渦の強さは一次近似可能である
γ(ξ)=γ(ご。)+γ ，(ξ 。)(ごー と。) -・(8)
(2 )直線区間 Lj=[Zj，Zj+l]において
γ( Z r j )二す[γ(Zj+l)+γ(Z j ) ] -・・・・ (9)
γ'(Zrj)= [γ(Z j + 1 )γ(Zj)]/.6.Zj 
??? ?， ，
?、• • • • • • • • • 
3. 2 離散化
式 (2)を離散化して図 4川のように境界 Cの分割点Zjの各区間で表すと，式 (11)となる。
v(かに十九t，r(のs(のg(zーのdc 、 ? ? ? ?? ?
?
?， ，
?? 、• • • • • • • • • • 
式 (9)，(10)を式(11)に代入して部分積分を行うと式(12)を得，さらに係数を整理することにより
式(13)を得る。
258 
v(z) =九+L;~I ([Y}+I + yJh;<z) + [y }+I -y，]α;<z)} 
=九+Z71HI(z)yJ
-・・・・・・(12) 
-・・(13) 
渦の強さ γJは，次の条件(14)，(15)よりなる (n+1)個の連立方程式の解として得られる。
(1)各Zr j (参照点)における速度の法線条件
o =Re{v(Zrk)nd， (1;壬k壬n)
= Re{ V∞nd+ ~ j~， Re{Hdzrk)ndγ 』 -・・・・・・・・・(14) 
(2)翼後縁におけるクッタの条件
0=γ(Z 1) +γ(Zn+l) 
、??????， ， ? 、• • • • • • • • • 
しかし， Hj(Zrk)，すなわちわ (Zrk)およびbj(Zrk)は特異積分を含む。次章では， Hj(Zrk)の計
算に関して，特異性を持たない場合に誘導された解が特異性を持つ場合に対しても適用可能である
ことを示す。
4 特異積分の計算
4. 1 特異性の考慮
条件(3)，(4)を満たす渦関数 g(ξ)に対して，直線経路 Ljにおける g(ξ-Z rk)および(と-Z r k)
g(喜一 Zrk)の線積分を考察する。式(14)におけるむ(Zrk)，bj(Zrk)の特異性の有無を表 1に示す。
???
? ? ?
ー?
図 4 雌散化
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表 1 jとkによる特異性の有無
へaJ(Zrk) bj(Zrk) 
j;tk 特異性を持たない 特異性を持たない
j= k 特異性を持つ・ 特異性を持つ
寧除去可能な特異性を持つ.
4. 2 特異性を持たない場合の積分
jメkの時，被積分関数は経路内で特異性を持たないため，形式的な計算を行えば式(16)，(17)と
なる。
(1) S LJg(ξ-Zrk)dξ 
= [G(ξ-Zrk)hJ 
= G( Z J + I - Z r k)-G( Z j -Z r k) -・・・・・・・・(16)
(2) S Lj(喜一 Zrk)g(ξ 一Zrk)dご
= S Ld(ξ)dご
=6Zj[f(zJ)十 3f(ZjI )+3f(zj2)+f(zj+1 )]/ 8 
(Sillpsonー 3/8公式を用いた場合)
?????
?
， ， ， ? 、
4.3 特異性を持つ場合の積分
4.3.1 aj(Zr けの計算
特異性を持つ場合のわ (Zrk)の計算方法を図 5に示す。式(3)より被積分関数f(ξ)は積分経路で
連続となり，式(17)が成立する。しかし，数値計算を実行する上でf(Zrj)は直接計算できない。よ
って， f(zrj)を使用しない方法(台形公式・ Simpson3/8公式等)により，積分近似を行う必要があ
る。また， Simpson 1/3公式ではf(Zrj)を使用して計算を行う。
S L j (ξ-Zrk)g(ξ-Zrk)dと
= S Lj f(と)dξ
=式(17)
260 
4. 3. 2 bj(Zrk)の計算
特異性を持つ場合の bj(Zrk)の計算方法を図 6に示す。式(3)より被積分関数f(c )は積分経路で
連続となる任意の微小半径 εに対して積分経路を図 4のように Lj' にとり積分計算を行うと， ε 
に依存しないコーシーの主値を得ることができ，その値が式(16)となる乙とは式(4)とコ シーの
積分定理を用いて次のようにして証明される。
f ( Z ) 
Zj+1 
f (Zj) f (zj+ d 
f (Zj d 
f(Zj2) 
f(ZrJ) 
Zj ZJl zrJ ZJ2 Zj+ 1 Z 
図 5 aJ(Zrk)の計算方法
LJ1+CJ+Lj2=Lj' (=Lj:ε → 0) 
人
ZrJ 
× 
LJ 1 LJ2 
CJ 
(ε=1と-ZrJ 1)
CJ. 
(r = 1 ~ -Zr J 1 . r=をIZj+1-zJI)
図 6 bj(Zrk)の計算方法
、
Zj 
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S L j g(ξZrk)dξ 
S L j' g (ご一 Zrk)dご (ε →0) 
S L j .α-1 (ご -Zrk)-Idと+S Lj・φ，(ξ-Z r k)dご
二 α-I(S Ljl+ S cj+ S LjZ)(と一Zrk)-Idご+S L j'φ ， (ξ ー Zrk)dξ
=α-I S c j (と -Zrk)-ldξ+ S Lj・φ，(と -Zrk)dξ
=α-1 S c j ・(ご -Zrk)-ldご+S Lj・φ，(ξ-Zrk)dξ 
=α-ISe;'(ξ-Zrk)-Id ξ+ S L jφ ， (ξ-Zrk)dξ 
=α リ[回(と -Zrk)hJ+[φ(ξ-Zrk)hJ
=[α-1 回(ご -Zrk) +φ(と-Zrk)hj
= [G(ξ-Zrk)hJ 
=式(16)
5 計算結果
本方法を用いた計算結果を述べる。モデルを単位円柱.bJV?ンートレ7ヲ単独翼・川りートレアツ直線翼列
として計算を行い，流れの様子・循環r.渦の強さの計算時間について検討を行った。本論文にお
いては，計算には速度が28.5Mipsのワークステーションを用い，連立方程式を解くには前進消去・
後退代入法を用いた。カ!日ンートレ7"J翼形状は偏心量(-0.1，0.1)・後縁角10・で作成し，さらに時計ま
わりに+10。の回転を与えた。直線翼列渦の複素周期は， Zo=O.5+1.4iで与えた。
5. 1 流れの様子
一様流速V国二1+ Oiの時の流れの様子を図 7"-'図 12に示す。渦関数としては，単位円柱および
川り-1-1-'7ツ単独翼は自由渦の式(5)を，bHi'ー トレ7ヲ翼列は直線翼列渦の式(6)を用いた。
5. 2 分割教と循環r
分割数と循環rの関係を表 2および図 13に示す。単位円柱まわりの循環rの厳密解は，式(7)
より r=oとなる。各分割における誤差は10-14 のオーダーであることより，本計算方法の精度は
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図 7 円柱まわりの速度ベクトル
図 8 :U1ンートレリ単独翼まわりの速度ベクトル
図 9 U1ンートレ7ヲ直線翼列まわりの速度ベクトル
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図 10 円柱まわりの速度分布
図 1 1 U1ンートレ7ヲ単独翼まわりの速度分布
図 12 T.HY-Ht7'直線翼列まわりの速度分布
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分割数
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
表 2 分割数と循環Fおよび計算時間
単位円柱 カJV(ンートレ7ツ単独翼 カ J~? ンートレ7ツ直線翼列
循環
1.665330-15 
-9.978120-15 
-6.543370-15 
-1.59629D-14 
3.531890-15 
2.373440-14 
7.407260-16 
-1.89102D-14 
e 
~.2 .， 
-e.4 叫
~.6 
時間
(秒)
2 
2 
3 
4 
循環 時間 循環
(秒)
-1.7642228 -0.8389768 
-1.8080573 0ー.8484526
-1.7781224 -0.8286484 
-1.8759933 2 一0.8906275
-1. 8447739 -0.8662303 
-1.8407250 2 0ー.8625259
-1.8427096 3 -0.8636011 
一1.8431324 4 -0.8635933 
-e.8 下-)(-1<・V・-)(._~・-M-*-)(-I<--，.._)(._)(._)(._~-)(-)(-)(._)(._><
c--ー 1
1ー.2
-t， 4 
-1.6 
-1.8γ-a-&¥'b-d-会 -b-b.--b.叶-b→一合・h合_h.-h. -6 -h. -b -d. 
-2ヘ・r--.---..---"T""--'--"'---'--r---T 
関
回
4O 
tqEA J p 詔
.ト4E，司43 gB 
le 
10 羽田市朗 110 調 1回 11司 1朗
Oivision Number 
図 13 分割数による循環rの値の収束状況
(+円柱，sU1iートレ7ヲ単独翼， x TJl.1/-トレ7ヲ直線翼列)
ノメ
/ 
ノx
/ 
/X/X fX44歯/add-
8 18 
ぷ五一〆a
沼岡市朗 110 t3e回 170 100 
Division Number 
図 14 分割教と循環の計算時間
(十円柱，sU1iートレ7ヲ単独翼， XÞ~1ンートレ7ヲ直線翼列)
時間
(秒)
3 
3 
6 
7 
9 
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非常に良い。「与 Oは他の文献 (5) にも示されているが，計算結果の精度が良いのは本計算方法の
精度の良さを示すものである。他の二つのモデルの循環の収束状況については，図 13のように収
束に若干の長動が見られるが，分割数を50以上にとれば十分高い精度を得られる。
5. 3 分割数と計算時間
分割数と計算時間の関係を表 2および図 14に示す。計算時間は放物的に変化していることがわ
かる。
6 結言
渦分布法翼理論における特異積分の数値計算に関して，渦関数に棲素関数論による考察を加えた
新しい数値計算方法を提案し，単位円柱・力!日ンートレ7ツ単独翼・力JV?/'ートレ7ツ直線翼列の数値計算結果に
対する検討を行うことにより，本計算方法の特長として次の事柄を明らかにした。
(1)特異積分を解析的に計算することができる。
(2)境界形状および渦関数の変更に対して，計算式は普遍性を持つ。
(3) 少ない分割数で十分な解析精度を上げることができる。
以上をまとめると、次の結言を得る。
渦分布法翼理論における渦の強さの計算方法について述べた。本方法により，不定積分を持ち一
位の極を持つ渦関数に対しては特異性を考慮することなく渦の強さの計算が可能となることを示し
た。
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